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1 Ndameros Reais

A) Demonstrar:

1.

25.

27.
29.

31.
33.

b+a=c+a=b=c

O oposto de um numero é tnico.

A identidade aditiva (zero) é unica.
O oposto de zero é o préprio zero
O inverso de um numero € Unico

A identidade multiplicativa é tnica
b—c)+(c—a)=b—-a
(c+a)—(c+b)=a-D

Zero nao tem inverso.
ab=0=a=00ub=0
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a#0eb#0= (ab)"t=a 1!
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ou ab a b
c ac + be
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(-)a=—-a

(—a)b = —(ab)
) e

—“
b
a(b—c¢) =ab—ac
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13.
15.
17.
19.
21.

23.

24.

26.

28.
30.

32.
34.

at+a=a=a=0

O opostodea—béb—a
VeeR: —(—z)==zx
ba=caea#0=b=c

1=t =1.
—(a+b)=—a—0b.
VreR: 20=0

a#0=a"1#0
a#0=(a1)t=a
a;é0:>%=a_1

a ad
b#£A0ed#0= 5= bd
1=t=1
(-1(-1) =1
(—a)(=b) =ab
a(—b) = —(ab)
5=-(3) v#0

A equagao ax+b=0,a # 0,

b
tem solucao unica r = — ()
a



B) Demonstrar:

(a)

(¢) Paratodo aebem R uma e sé uma

a > 0 < a é positivo

das afirmagées:

a<b, a=b, b<aéverdadeira

(f) O produto de dois nimeros negativos
é positivo.

h) a® > 0 para todo a # 0

a<bec< 0= ac>bc

(b) Sea<beb<c, entdoa < c.

a<b=>a+c<b+c

() a<bec>0=ac<bc

(9) O produto de um positivo por um
negativo é negativo.

(i) A equagdo z2 —1=0

nao tem solugao em R.

1 ¢ negativo.

Se aé positivo, a~! é positivo. (1) Se a é negativo,a™
(n) Sea>bec>d, entdo
at+c>b+dea—d>b—c.
(p) Sea>0eb>0, entdo ac > bd e

a b
d” ¢

0) Sea>b>0ec>d>0, entao
a’?>b* < a>b

Nao existe o maior niimero real.

(9)

C) Demonstrar:

(a) Paraz,y € Re 8> 0, tem-se;

(@) x| = max(z,—z) (it) —|z| <z < |z] (i) |z =0 2=0

(i) [wy| = || - |y| () [z +y[ <le[+ 1yl (vi) 2] <B & —F<z<f

(vit) | < B —B<ax<p
(b) |z| >z e |z| > —x.

(viid) ||z = [yl < |z =yl

(¢) O Teorema de Encaixe de Intervalos.

D) Achar os valores de = que satisfazem:

(@) |x+4]<2 () Bx—24|<7 (¢) |Bz—24|<7
(d) [3z—24[>5 (e) [4-5z[<6 (f) [|z+1] <]z
(9) 4z —2|>4
E) Demonstrar:
X xr
@ |5 = ondey 0. ) Jal =]l © lo—yl=ly—al.

(d) ()
(9) ()

F) Encontre o supremo e o infimo de cada S. Indique se eles estdo em S.

lz —yl <l|z|+ 1yl (f) |=|—|yl <]z —yl|

|z] =2t + 2.

|z — 2| <z —yl+ |y — 2|

r=zt -z

(a) S={z| —(1/n)+[1+(=1)"]n*, n>1}
(b) S={x]|2%<9}



(c) S={z|2><T7}

(d) S={z||2¢+1] <5}

() S={z| (@ +1)7" >3}

(f)

G) Sejam S e T conjuntos nao vazios de ndmeros reais. Definimos S + T =
s+t|seSeteT}. Mostrar que
{ | } q

f) S ={z | z racional e 2? < 7}

(a) sup(S+T) =supS +supT, se S eT sdo limitados superiormente.
(b) inf(S+T)=1infS +inf T, se S e T sao limitados inferiormente

H) A Propriedade Arquimediana A propriedade dos ntimeros reais descrita no
préximo teorema é chamada de propriedade arquimediana. Intuitivamente,
ele afirma que é possivel exceder qualquer niimero positivo, nao importa
o quao grande, adicionando um ntmero positivo arbitrario, nao importa o
quao pequeno, a si mesmo muitas vezes.

Teorema (A propriedade arquimediana) Se a e b sdo positivos; entao an > b,

para algum inteiro n:



2 Funcoes

1. Se X, X1, X5 sdo subconjuntos de A e a € A, entao:
(@) f({a}) ={f(a)} ) f(X)=0eX=0
() XiCXo= f(X1)C f(X2) (d) f(X1UXz)=f(X1)U[f(Xz)
(e) f(X1iNXa)C f(X1)N f(Xz)

2. Se Y, Y1, Y5 sao subconjuntos de B, entao:

(a) f71(B)=A

b)) Y=0=f1Y)=0

(c) iCYa= f1(Y1) C f71(Ya)
(d) fFFHXIUXe) = (1)U f(T1Y3)
(e) fFf(inYe) = (Y1) N f1(Yz)

3. Se X C AeY C B, entao:
(@) XCf (X)) @ ffy)cy

4. Se Y,Y1,Ys sao subconjuntos de B, entao:

(a) f71(B)=A

b)) Y=0=f1Y)=0

(c) Ya= f1(Y1) C f71(Y2)

(d) fFFH(XIUXe) = () U f(T1Y2)
(e) fFf(inYe) = fH (Y1) N f1(Ya)

5. 8e X C AeY C B, entao:
(@) XCf (X)) 0 fUHY)cy
6. Sejam f : A— B, {A, : @ € L} uma familia de partesde Ae {B, : o € L}

uma familia de partes de B. Entao
(a) Ao CApg= f(Aa) C f(Ap)  (b) BaCBg= f"'(Ba) C f(Bs)

f (U Aa> = J f(40) @ f (ﬂ Aa> c () f(4q)

acl acl acl a€l
(e) 7 (U Ba> - rm) o <ﬂ Ba> =N r'=s
a€Ll a€Ll acL acL

(9) Ao Cf7H(f(Ad)) (h) f(f7'(Ba)) C Ba



7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Seja f: A— B. Entao

(a) f é injetora se, e somente se, (Vo € A) : f~1(f({z})) =

(b) f é sobrejetora se, e somente se, (Vy € B) : f~1({y}) # 0.

(c) A relacio f~! de B em A é funcido de B em A se, e somente se, f é

uma bijecao.

(d) A inversa f~! de uma bijecdo f é uma bijecdo.
Seja f uma bijecdo de A em B e f~! a bijecdo reciproca de f, entao
flof=ida fof '=idp

onde, para um conjunto X, idx € a funcao: X — X;x +— x.

Sejam os conjuntos A, B,C, D e f, g, h as fungoes:

AdhBScb D
entao
ho(gof)=(hog)of

Se f e g sdo sobrejecdes (resp. injegdes), go f é sobrejetora (resp. injetora).
Se f e g sdo bijecoes, g o f é bijetora e (go f)™1 = ftog™!

g o f injetora = f injetora

g o f sobrejetora = g sobrejetora

Seja f uma funcao de A em B.

(a) (VX €24): f~H(f(X)) = X & f é injetora
(b) (VY €2B): f(f~1(Y)) =Y & f é sobrejetora

Seja f uma funcao de A em B.
Para todo X1, Xs € 24 : f(X1 N Xy) = f(X1) N f(X2) < f é injetora

Sejam f, g, h funcoes de A em A.

(a) [fog=foh= g=h|< féinjetora
(b) [gof=hof=g=h]< fésobrejetora

Para cada funcao elementar fundamental f, determinar seu dominio A e

sua imagem f(A)



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Para a fungao definida por f(z) = 322 — 2 + 6. Achar f(1) e f(6)

Para a fungao definida por f(z) = 2® + 1. Achar f(1), f(a+1) e f(a?)

2

= +1 1 1
ﬁ, achar w(g) (§ D(@)"

Para a fungao definida por ¥ (z) =

f(0) = tan 6. Verificar a igualdade f(20) = %.

¢(x) = log {7£. Verificar a igualdade ¢(a) + ¢(b) = ¢ (fj;’b).

F(x) =logx f(z) =23 Escrever: f(F(z)) e f(F(z)).

Determinar o dominio das fungoes definidas por:
(a) y=1+a ®) y=Vvi-a? () y=11pm
d) y=V3+a+VT—a (e) y=2 (f) y=arcsin®x

Esbocar o grafico das fungoes definidas por:

(@) y=1+2a2 (b) y=(1+2)? () y=—-1+2a?
(@ y=0-2? (¢ y=-1+010+2) (f) y=22?

(9) y= 327 (h) y=(22)? (i) y=—(1+a)?
() y=30+2)7?

Esbocar o grafico das fungoes definidas por:
(a) y=m+senz (b) y=sen(w+x) (¢) y=sen(2x)
2. (d) y=2senz (e) y=1+2sen(32)
Esbocar o grafico das fungoes definidas por:
(a) y=2° ®) y=()" (o y=1+2
(d) y=1-2" (e) y=2""" (f) y=27°
(9) y=-27 (h) y=(3)"
Esbogar o grafico das fungoes definidas por:

142 se —1<2<
(a) y =
1—-2z se 0O<z<

2?2 sex <1
@)y={ ) b
—r° sel<ux

Se f é limitada superiormente, — f é limitada inferiormente e

inf (—f(x)) = — sup f(x)

zeX rzeX



30.

31.

32.

Seja f: f: X7 x Xo— R. Se f é limitada superiormente,

sw floran) = sup (s 1)

(z1,22)€X1 x X2 z1€X1 \z2€X2

Sejam f,g : X — R tais que f < ¢g. Entéo se g é limitada superiomente,

f € limitada superiormente e

sup f(z) < sup g(z)
rxeX rxeX

Sejam as fungoes f,g : X +— R ambas limitadas superiormente. Entao,

f + ¢ é limitada superiormente e

sup (f(z) + g(x)) < sup f(x) + sup g(x)
reX zeX zeX

Se, além disto, g é limitada inferiormente, tem-se

sup f(x) +{infrexg(x) < sup (f(z) + g(z))
zeX reX



3 Cardinalidade

1. O conjunto N estd munido de dois operagoes, Adicao e Multiplicagao,
definidas por:
Adigdo: m+1=s(m), m+s(n)=s(m+n),
Multiplicagdo: ml =m, m(n+1)=mn+ m.

Provar por indugao:

a) Associatividade: (m +n) 4+ p=m+ (n+p), (mn)p = m(np),

(
(b

)

) Comutatividade: m +n =n+m, mn=nm.
(c) Distributividade: m(n + p) = mn + mp.

)

(d) Lei do corte: m+n=m+p=n=p, mn=mp=n=np.

2. Sejam E, F' conjuntos finitos de cardinais iguais e f : £ — F.
fé injetiva < fé sobejetiva < fé bijetiva .

3. Todo subconjunto F' de um conjunto finito E é finito e card(F) < card(E)
e card(F) =card(E) < F =E.

4. Toda parte P de N ¢ finita se, e somente se, é limitada superiormente.

Neste caso, existe uma bijecao estritamente crescente de I q.q(p) em P.

5. Sejam M e N conjunto finitos nao vazios. Denotemos:
F(M,N) = NM o conjunto das funcdes de M em N,
I(M,N) = {f € NM : f é injetora} o conjunto das fungoes injetoras de
M em N.
B(M,N) = {f € N™ : f é bijetora} o conjunto das funcoes bijetoras de
M em N.
Pm(N)={M C N : card(M) =m}.
Pondo card(M) = m e card(N) = n, provar que:

(a) card(F(M,N))=m".

(b) card(Z(M,N)) =n(n—1)---(n—-m+1) = (nmm)'
(c) card(B(M,N)) = n!

(d) card(P,y(N)) = n(n—1). msn —m+1 _ m!(nn! i

6. Se FE ¢ infinito, existe uma func¢ao f : N — FE injetora.



Um conjunto F é infinito se, e somente se, F é equipotente com alguma

de suas partes préprias.
Todo subconjunto de um conjunto enumeravel é no maximo enumeravel.

Todo subconjunto infinito de um conjunto enumerdvel é enumeravel.
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